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1 Wstep

Idee problemu optymalnego wykorzystania czasu pracy dobrze obrazuje na-
stepujacy przyktad. Wyobrazmy sobie pracownika pewnej firmy. Przypusémy,
ze pracownik kazdego dnia powinien spedzaé¢ w miejscu zatrudnienia t godzin,
wykonujac zadania przydzielone na biezacy dzien. Przetozony jest wymaga-
jacy i pracownik nie moze zakonczy¢ pracy przed wykonaniem kazdego z za-
dan. Nadgodziny sa ptatne dodatkowo. W interesie pracodawcy lezy to, aby
optymalnie zaplanowac¢ czas pracy pracownika. Pracodawca nie chce ptaci¢
wza nic” ) wiec pracownik powinien zawsze wypracowa¢ co najmniej ¢ godzin.
Nadgodziny stono kosztuja, czyli powinno by¢ ich jak najmniej. Ogoélnie za-
danie przetozonego polega na optymalnym doborze takich k£ zadan sposrod n
mozliwych do wykonania, przy zatozeniu znajomosci szacowanego czasu wy-
konywania kazdego z nich. Optymalny doboér oznacza, ze czas wykonywania
wybranych k zadan powinien by¢ nie mniejsza od t i mozliwie najkrotszy.

1.1 Problem optymalnego wykorzystania czasu pracy

Dane: para (S, t) gdzie:
S ={x1,29,...,2,} - zbiér dodatnich liczb catkowitych,
x; - czas wykonania i — tego zadania (i = 1,...,n),
t - czas pracy (dodatnia liczba catkowita).

Problem 1.1 Ktore zadania wybrac, by czas ich wykonania byl nie mniejszy
od t i mozliwie najkrotszy?

Zagadnienie minimalizacji. Niech z; oznacza sume ¢ réznych elementow ze
zbioru S (i = 1,2,...,n). Zapisujemy:



1.2 Problem sumy podzbioréw (klasyczny i optymalizacyjny)

Z; — min

(1)

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia, o ile istnieje, oznaczamy przez z, i
dalej nazywamy rozwigzaniem optymalnym problemu 1.1.

1.2 Problem sumy podzbioréw (klasyczny i optymali-
zacyjny)

Dane: para (5,t) gdzie:
S ={x1,29,...,2,} - zbior dodatnich liczb caltkowitych,
t - dodatnia liczba catkowita.

Problem 1.2 (klasyczny) Czy istnieje podzbior zbioru S, ktérego suma
rowna jest doktadnie docelowej wartosci t?

Problem ten jest NP — zupeny - nie istnieje algorytm dzialajacy w czasie
wielomianowym rozwigzujacy to zadanie. Mozliwe jest skonstruowanie algo-
rytmu wyktadniczego.

Dane: tréjka (5,t, €) gdzie:
S ={x1,29,...,2,} - zbiér dodatnich liczb caltkowitych,
t - dodatnia liczba catkowita,
€ - parametr opisujacy jako$¢ aproksymacji (0 < € < 1).

Problem 1.3 (optymalizacyjny) Nalezy znaleZé podzbior zbioru S, ktd-
rego suma jest mozliwie najwicksza, ale nie przewyzsza ustalonej dodatniej
liczby t.

Zagadnienie maksymalizacji. Niech z; oznacza sume ¢ réznych elementow ze
zbioru S (i = 1,2,...,n). Zapisujemy:

Z; — max

(2)
Rozwiazanie powyzszego zagadnienia (o ile istnieje) oznaczamy przez z,.

Problem 1.3 rozwiazuje algorytm Approx-Subset-Sum przy ustalonym pa-
rametrze jakosci aproksymac;ji.



1.3 Algorytm Approx-Subset-Sum

1.3 Algorytm Approx-Subset-Sum
Approx-Subset-Sum(S,t,e)
L. n«|9]
2. Ly —<0>
3. fori—1ton
4. do L; — MERGE-LISTS(L;_1,L;—1 + x;)
5. L; + TRIM(L;,%)
6. usun z L; wszystkie elementy wigksze niz ¢
7. niech z bedzie najwiekszg wartoscia w L,

8. return z

Wykorzystane zostaly nastepujace procedury:

e MERGE-LISTS(L,L') - taczy listy L i L' i zwraca posortowany ciag
(zaktadajac, ze listy L i L’ sa posortowane niemalejaco otrzymujemy
ztozono$¢ O(|L| + |L']))

e TRIM(L,S) - skraca liste L z parametrem skracania 0 < 6 < 1 (L -
posortowana niemalejaco, ztozonosé O(|L]))

1.3.1 Procedura TRIM(L,J)
TRIM(L,0)

1. m«— |L]

2. L' —

3. last «— 1y,

4. for i — 2 tom

5. doif last < (1 —0)y;

6. then dolacz y; na koniec listy L’

7. last — y;



2 Rozwiazanie problemu

8. return L’

Skrocenie listy L przez § oznacza usuniecie z listy L mozliwie najwickszej
liczby elementow tak, zeby dla kazdego elementu y usunietego z listy L na
liscie L', bedacej wynikiem skrocenia L, istnial element z < y taki, ze:

y—=z
z

<0

lub réwnowaznie:

(1-0)y<z<y

Procedura TRIM moze znacznie skroci¢ dhugosé listy L,;. Przekonamy sie
pozniej, ze dzieki niej otrzymujemy algorytm dziatajacy w czasie wielomia-
nowym. Ma to powazne zastosowanie praktyczne. Dobrym tego przyktadem
moze by¢ zatadunek ciezaréwki o maksymalnej nosnosci ¢ skrzynkami o po-
dobnych ciezarach.

Algorytm Approx-Subset-Sum znajduje poprawne rozwigzanie, o ile ono
istnieje, problemu 1.3 1 jest on w petni wielomianowym schematem aprok-
symacji. Rozwiazanie to miesci sie w zakresie btedu € (od rozwiazania opty-
malnego z,)

(1—¢€)z,<z< 2,

2 Rozwigzanie problemu

Rozwiazanie problemy optymalnego wykorzystania czasu pracy polega na
modyfikacji algorytmu Approx-Subset-Sum. Niezbedne zmiany nie majg wpty-
wu na rzad ztozonosci zmodyfikowanego algorytmu Approx-Subset-Sum.

2.1 DModyfikacja Approx-Subset-Sum

Postawmy problem optymalnego wykorzystania czasu pracy:
Dane: trojka (S,t,€) gdzie: S = {x1,29,...,2,} - zbiér dodatnich liczb
catkowitych,

t - dodatnia liczba catkowita,zz € - parametr opisujacy jako$¢ aproksy-
macji (0 < e <1).

Zadanie sprowadzamy do optymalizacyjnego problemu sumy podzbiorow.



2.1 Modyfikacja Approx-Subset-Sum

Oznaczamy:

P =73%",x; - oczywiste jest, ze aby istnialo rozwiazanie to t < P,

Yn—i = P — z; - suma elementow nie uwzglednionych przy obliczaniu z;.

Zagadnienie minimalizacji
Z; — min

mozna rownowaznie zapisaé jako zagadnienie maksymalizacji.

(P — z;) — max Yn—; — Max

(3)

a to jest juz problem sumy podzbioréow. Rozwiazanie znajdujemy natychmiast
wykorzystujac algorytm y,=Approx-Subset-Sum(S,P-t,c) gdzie z = P —
Y, jest poszukiwang przez nas wartoscig. Z witasnosci algorytmu Approx-

Subset-Sum tatwo wynika oszacowanie:
2+ 0<2< (1+¢€)z

Zmodyfikowany algorytm Approx-Subset-Sum(S,t,c)

1. P=3Y" o

2. n«—|S|

3. Lp—<0>

4. fori — 1ton

5. do L, — MERGE-LISTS(L; 1,L; 1 + ;)

6. L; + TRIM(L;,%)

7. usun z L; wszystkie elementy wieksze niz P — ¢t

8. mniech z bedzie najwieksza wartoscia w L,

9. return P — 2

Zaproponowany algorytm dziata w prawie identycznym czasie co algorytm
Approx-Subset-Sum. Roéznica wystepuje jedynie w pierwszym kroku, gdzie
wyznaczana jest suma elementéw z zbioru S. Jest to w pelni wielomianowy
schemat aproksymacji, ktory dobrze przybliza warto$¢ rozwigzania optymal-

nego.



3 Analiza znanych wynikéw LITERATURA

3 Analiza znanych wynikéw

Opiszemy znane wyniki dla algorytmu Approx-Subset-Sum. Przyktad za-
czerpniety z [1]. Rozpatrujemy zbiér: S = {104,102,201,101}, ¢ = 308,
e=20,20

wiersz 2: LO = <0>

wiersz 4: L1 = <0, 104>

wiersz 5: L1 = <0, 104>

wiersz 6: L1 = <0, 104>

wiersz 4: L2 = <0, 102, 104, 206>
wiersz 5: L2 = <0, 102, 206>

wiersz 6: L2= <0, 102, 206>

wiersz 4: L3= <0, 102, 201, 206, 303, 407>
wiersz 5: L3= <0, 102, 201, 303, 407>
wiersz 6: L3= <0, 102, 201, 303>

wiersz 4: L4= <0, 101, 102, 201, 203, 302, 303, 404>
wiersz 5: L4= <0, 101, 201, 302, 404>
wiersz 6: L4= <0, 101, 201, 302>

OdpowiedZ udzielona przez algorytm to z = 302. Rozwigzanie optymalne
Zo = 307 = 104 4 102 + 101. Wynik miesci sie z powodzeniem w zakresie
e = 20% od optymalnego rozwigzania.
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