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1 PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

1 Przedstawienie problemu

1.1 Wstep

Rozwiazywany przez nas problem ma na celu minimalizacje kosztow budowy
autostrady na pewnym zadanym odcinku. Koszty te wynikaja z koniecznosci
niwelacji uksztaltowania terenu, tak aby nowo wybudowana droga spelniala
normy dotyczace maksymalnych spadkéw i wzniesien.

1.2 Sformulowanie problemu
Dane:
e odcinek AB o dtugosci T,

e ¢(t) - funkcja okreslona na odcinku AB zwana dalej funkcja uksztalto-
wania terenu (np. wysoko$é npm.) ¢(0) = a, c¢(t) = b,

e by, by > 0 - ograniczenia na pochodne (normy dotyczace maksymalnych
spadkéw i wzniesien).

Problem 1.1 (budowa autostrady) Nalezy wyznaczyé funkcje y(t) wyso-
kosé budowanej drogi minimalizujgc koszty wynikajgce z koniecznosci niwe-
lacji uksztattowania terenu:

T
min/ ly(t) — c(t)|dt
0
przy ograniczeniach na pochodne:

(@l <br |y @) <ba

Przedstawiony problem zalicza sie do klasy probleméw programowania nielinio-
wego 7 ograniczeniami.

1.3 Rozwigzanie problemu
1.3.1 Dyskretyzacja

Oryginalny problem zastgpimy problemem dyskretnym. Podzielmy przedzial
[0,T] na K réwnych czesci. Przyjmijmy nastepnie, ze y; = y iy = ¢. Rozwazmy
teraz zagadnienie minimalizacji:

K
minz ly1.6 — ckl
k=1

przy ograniczeniach:
Y,k — Y1,k—1 = Y2,k—1
—b1 < yor < by
—ba < Y2,k — Y2,6—1 < b2

yio=a Yy,x=>
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1.3.2 Wybrane metody rozwigzania

Do rozwigzania problemu zastosowaliémy dwie metody, ktére uwazane sa z naj-
bardziej uniwersalne i stosunkowo proste w realizacji komputerowej:

1. Metode zewnetrznej funkcji kary.

2. Metode funkcji barierowej (wewnetrznej funkcji kary).

1.4 Opis metod rozwigzania

Podstawowa idea metod funkcji kary polega na tym, zeby problem optymalizacji
z ograniczeniami zastapi¢ ciagiem kolejno rozwiazywanych probleméw pomocni-
czych,w ktérych ograniczenia w ogéle nie wystepuja (metoda zewnetrznej funkeji
kary), albo uwzglednienie jest malo klopotliwe. Konstruowanie i rozwiazywanie
kolejnych probleméw pomocniczych mozna na ogdl ciagna¢ dowolnie dtugo. Przy
odpowiednich zalozeniach otrzymany w rezultacie ciag rozwiazan jest zbiezny
do rozwigzania optymalnego pierwotnego problemu z ograniczeniami.

1.4.1 Metoda zewnetrznej funkcji kary
Dane: Zadanie programowania nieliniowego:

z = f(z) — min

przy ograniczeniach:
gi(x) <0, i=1,...,m

]’LZ(J))ZO, i=1,...,n

To zadanie zastepujemy innym zadaniem, juz bez ograniczen:

C(z,r) = f(z)+ %P(m) — min

w ktérym P(z) jest tzw. funkcjg kary. Mozna powiedzieé, ze funkcja ta repre-
zentuje ,kare” za przekroczenie ograniczen lub zblizenie sie do nich.

Typowa funkcja kary ma nastepujaca postac:
P(a) = Y maxgi(@), 0179 + 3" hi(a)?
i=1 i=1

Funkcja C(x,r) jest minimalizowana w procesie iteracyjnym dla ciagu:

rE>re> ... >, lim =0
k—oo

Na ogdél przyjmuje sie 7y = 1, lub takie aby funkcja C(z,r1) byla dobrze wy-
skalowana (aby czlony f(z) i 1P(z) mialy taki sam rzad wielkosci).

Mozna réwniez zauwazyé, ze w obszarze rozwiazan dopuszczalnych, gdzie ogra-
niczenia g;(x) i h;(x) sa spelnione, kara jest réwna 0, a po przekroczeniu granicy
obszaru zaczyna wzrastaé z intensywnoscia zalezna od 7.
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1.5 Metoda funkcji barierowej
W niektérych zadaniach optymalizacji nawet niewielkie przekroczenie granicy
obszaru rozwiazan dopuszczalnych nie moze by¢ zaakceptowane. Wéwczas moz-
na zastosowaé tzw. metode funkcji barierowych. W zagadnieniach rozwia-
zywanych tg metodg nie moga wystepowaé ograniczenia réwnosciowe.
Zadanie minimalizacji z ograniczeniami zastepujemy zadaniem bez ograniczen:
D(z,r) = f(z) + rB(xz) — min

Typowa funkcja barierowa ma postac:

1

B(z) = — —

25w

Funkcja D(x,r) jest minimalizowana w procesie iteracyjnym dla ciagu:

re>re>...>1rE  limr, =0
k—o0

Ciag r, moze by¢ zbudowany na zasadzie:

el =TRl07h k=12, ..

1.6 Szkic algorytmu
1. Dobierz punkt startowy xg
2. Okresl poczatkowa warto$¢ wspolczynnika przyblizen rq

3. Stosujac dowolna metode dokonaj minimalizacji funkcji celu nowego za-
dania bez ograniczen.

4. Otrzymany punkt podstaw w miejsce xq
5. Zbadaj czy spelnione zostato kryterium stopu.

Punkt startowy xp powinno dobieraé¢ si¢ tak, aby spelnione byly ograniczenia
zagadnienia (czyli punkt zp powinien naleze¢ do zbioru rozwiazan dopuszczal-
nych).

Poczatkowa warto$¢ wspolczynnika przyblizen r; powinna by¢ dobrana tak, aby
funkcja celu byla dobrze wyskalowana.

Przy minimalizacji funkcji celu nalezy zastosowaé¢ dowolna metode minimali-
zujaca funkcje bez ograniczen. Sa to najczedciej metody znajdujace minimum
lokalne funkcji zaczynajac od pewnego punktu startowego. Metody te dziela sie
na dwie grupy:

e metody poszukiwan prostych,

¢ metody kierunkéw poprawy.
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2 Implementacja metod

2.1 Srodowisko programistyczne

Do implementacji metod wykorzystaliSmy srodowisko MATLAB 6.5. Oto pliki
zrodtowe:

e moo.m - program gltéwny,

e c.m - implementacja funkcji uksztaltowania terenu,

e ck.m - funkcja uksztaltowania terenu w k — tym, punkcie,
e dk.m - oblicza wspélrzedna k — tegopunkty,

e gl.m - ograniczenie nieréwnosciowe 1,

e g2.m - ograniczenie nieréwnosciowe 2,

e g3.m - ograniczenie nieréwnosciowe 3,

e g4.m - ograniczenie nieréwnosciowe 4,

e hl.m - ograniczenie réwnoéciowe 1,

e h2.m - ograniczenie réwnoéciowe 2,

e h3.m - ograniczenie réwnosciowe 3,

e fco.m - pierwotna funkcja celu,

e fc.m - funkcja celu przy metodzie zewnetrznej funkcji kary,
e fcb.m - funkcja celu przy metodzie funkcji barierowych,

e P.m - zewnetrzna funkcja kary,

e B.m - funkcja barierowa.

Aby zobaczy¢ efekt dzialania programu wystarczy uruchomic jedynie plik moo.m.
Oczywiscie wszystkie inne wymienione tutaj pliki musza znajdowaé sie w tym
samym katalogu co plik moo.m.

Program w wyniku generuje kilka wykreséw, ktérych zadaniem jest przedsta-
wienie istoty problemu ($ciezki poszukiwan). Wykresy te maja obrazowaé
charakter zbieznosci kolejnych rozwiazan do rozwiazania optymalnego.

Na nastepnej stronie znajduja si¢ opis i analiza wynikéw (réwniez w formie gra-
ficznej).

Podczas implementacji metody wykorzystujacej funkcje barierowa napotkali-
$my na problem wystepujacych ograniczen réwnosciowych. Jak wiemy przy tej
metodzie takich ograniczen nie powinno by¢. Potraktowalismy je wiec jako ogra-
niczenia nieréwnosciowe.
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2.2 Analiza wynikéw - Sciezki poszukiwan

Przeprowadzimy analize poréwnawcza dwoch opisanych wczesniej metod.

Przyklad 1: Metoda zewnetrznej funkcji kary: sin(2t)

sr Symulacja dla: — c()
krok 1
Metody zewnetrznej funkcji kary krok 2
c(t)=sin(2t) krok 3
2L T=2pi krok 4
b1=1/20 krok 5
b2=1/20 rozw. optymalne
K=31

2+
3 ! | ! I I !
0 1 2 3 4 5 6
t
Przyklad 1: Metoda funkcji barierowej: sin(2t)
3r J—
Symulacja dla: Eﬁ))k 1
krok 2
Metody funkcji barierowej k:gk 3
c(t)=sin(2t) krok 4
2 b1o0120 krok 5
b2=1/20 rozw. optymalne

K=31
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Przyktad 2: Metoda zewnetrznej funkcji kary: i‘

1+t
2-
—c(
Symulacja dla: krok 1
1.8 krok 2
Metody zewnetrznej funkcji kary krok 3
cO=[tl/(1+[t]) krok 4
161 T=15 krok 5
b1=0.06 rozw. optymalne
b2=0.1
14 K=41
1.2F
> 1r
0.8+
0.6
04r
0.2+
0 ! I |
0 5 10 15
t
.. . . t
Przykltad 2: Metoda funkcji barierowe;j: ﬁ
2-
—c(
Symulacja dla: krok 1
1.8+ krok 2
Metody funkcji barierowych krok 3
cO=Itl/(1+t]) krok 4
1.6+ T=15 krok 5
b1=0.06 rozw. optymalne
b2=0.1
140 K=41
1.2F
> 1
0.8+
0.6 -
04r
0.2+
0 - 1 1 |
0 5 10 15
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3 Wnioski

Podczas analizy problemu wykorzystaliSmy kilka réznych funkcji opisujacych
mozliwe uksztaltowanie terenu. Dwie zastosowane metody w koncowym rezul-
tacie daty bardzo podobne wyniki. Ciekawa jest tez obserwacja wplywu parame-
tréw problemu na dzialanie metod (szczegdlnie dla pierwszej pochodnej). W sy-
mulacja podawaliémy dos¢ mate ograniczenia na pochodng. Intuicyjnie Swiadczy
to o ”"ptaskim” charakterze rozwiazania. Na takie rozwiazanie wskazalty réwniez
symulacje. Mozna sie o tym przekona¢ analizujac przyklad 1. Réwniez bardzo
istotnym elementem jest punkt startowy, przy czym przy zastosowaniu metody
funkcji barierowej, punkt ten musi naleze¢ do zbioru rozwigzan dopuszczalnych.
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