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1 Wstep

Fraktalem nazywamy kazdy zbior, dla ktérego wymiar Hausdorffa-Besicovitcha
(tzw. wymiar fraktalny) jest wickszy od wymiaru topologicznego.

Powyzsza definicje sformutowal Benoit Mandelbrot (wybitny matematyk pol-
skiego pochodzenia, uwazany za tworce geometrii fraktalnej). Termin fraktal
wywodzi sie od tacinskiego stowa fractus”, co w dostownym ttumaczeniu
oznacza czesciowy”’. Wybdr nazwy wiaze si¢ z warunkiem dostatecznym
na ,posiadanie struktury fraktalnej”, méwigcym o niecatkowito$ci wymiaru
fraktalnego dla rozwazanego typu zbiorow (definicja Hausdorffa opierata sie
jedynie na przytoczonym warunku dostatecznym)

Geometria fraktalna jest dziedzina matematyki badajaca wtasciwosci obiek-
tow, wykazujacych cechy struktur fraktalnych, w sytuacjach, gdy metody
geometrii klasycznej ,zawodza”. Wykorzystywana jest praktycznie w kazdej
dziedzinie nauki (fizyka, informatyka). Geometria fraktalna jest powiazana z
teoriq chaosu.

2 Typy fraktali

Wyrédznia sie trzy gléwne typy fraktali:

e Systemy funkcji iterowanych (ang. IFS - iterated function systems) -
fraktale tworzone iteracyjnie, jako unie elementéw rekurencyjnego cig-
gu zbioréw, poprzez kopiowanie ,samego siebie”. IFS wyrdzniaja sie
prostota wizualizacji oraz bardzo ciekawymi wtasnosciami. Przyktady:
zbior Cantora, krzywa Kocha, dywan Sierpinskiego.



3 Fraktale i samopodobienstwo

e Fraktale definiowane rekurencyjng zaleznoscig punktow przestrzeni (np.
plaszezyzny zespolonej) - bardzo efektowne wizualizacje. Przyktadem
jest zbior Mandelbrota.

e Fraktale losowe - generowane stochastycznie (np.: krajobrazy, linie brze-
gowe, mapy wysokos$ciowe powierzchni).

3 Fraktale i samopodobienstwo

Fraktale cechuje bardzo ciekawa wlasnos¢ zwana samopodobienstwem. Po-
wiekszane w dowolnym miejscu ujawniaja czesci tudzaco podobne do wyjscio-
wego zbioru. Chodzi o cos w rodzaju powtarzania ksztattu w nieskonczonosc,
niejako ,w gltab”, w pewnej zamknietej przestrzeni. Dla przyktadu przedsta-
wimy krzywq Kocha, ktorej proces tworzenia polega na dzieleniu odcinka na
trzy réowne czesci, gdzie cze$é Srodkowa zastepuje sie zabkiem (trdjkatem
réwnobocznym bez podstawy). Powstaje w tym momencie odcinek ztozony z
czterech réwnych odcinkéw. Postepujac tak w nieskonczonosé, kazdemu uzy-
skanemu odcinkowi dodajac zabek, uzyskuje sie krzywg zbudowang z samych
zabkéw - trojkatow bez podstawy - o nieskonczonej dhugosci, lecz mieszczaca
sie w niewielkim obszarze. Krzywa w zadnym miejscu nie przecina si¢ ze soba
i w zadnym punkcie nie jest rézniczkowalna.




3.1 Typy samopodobienstwa

Fraktale mozna réwniez charakteryzowac przez pewnego rodzaju ,nieregular-
no$é” - jezeli w ptaskiej figurze geometrycznej (np. kwadracie) dwukrotnie
powiekszymy boki - jej powierzchnia wzrosnie czterokrotnie. Przeprowadza-
jac takie operacje na fraktalu jego powierzchnia zwickszy sie mniej niz czte-
rokrotnie.

3.1 Typy samopodobienstwa

e Samopodobienstwo doktadne - wierne kopie jako odwzorowanie w skali

(fraktale IF'S).

e Quasi-samopodobienstwo - przyblizone kopie jako odwzorowanie w ska-
li (czesto fraktale definiowane zaleznoscig rekurencyjna punktéw prze-
strzeni).

e Samopodobienstwo statystyczne - wystepujace przy fraktalach losowych.

4 Wymiar fraktalny

Wymiar fraktalny (nazywany czasami wymiarem samopodobienstwa) ma wie-
le definicji. Wigkszos¢ z nich opiera sie na wtasnosci samopodobienstwa. Wy-
roznia sie rowniez pojecie wymiaru Minkowskiego. Fraktale, o ile dobrze ,wy-
czuwalne” intuicyjnie, nie posiadaja przejrzystego i jednoznacznego matema-
tycznie okreslenia. Gtowne przyczyny takiej sytuacji to:

e istnieniem wielu réznych definicji wymiaréw,
e istnieniem réznych typoéw samopodobienstwa,
e istnieniem fraktali, ktorych nie mozna opisaé rekurencyjng zaleznoscig,

e brakiem precyzyjnego okreslenia ,nieregularnosci”.



4 Wymiar fraktalny

Ponizej podamy jedynie intuicyjng definicje wymiaru fraktalnego, dla szcze-
gélnych klas obiektéw 1 przestrzeni (takich jak przestrzenie metryczne).

Rozpatrzmy dwie figury plaskie (osadzone w p-ni R?), podobne w skali k,, o
polach P; i P,. Mozna zapisac, ze:

i — k2

P, P
Uczyfimy to samo dla bryl (osadzonych w p-ni R?), podobnych w skali &, o
objetosdciach V; i V5. Zapisujemy analogicznie:

E = k3
‘/2 v
Okreslamy liczbe:
Py
dp = logy, B = logy,, kf, =2

Liczbe d, mozemy wyznaczy¢ znajac pola powierzchni figur podobnych. Na-
zwijmy ja wymiarem podobienstwa dwoch figur ptaskich, podobnych o polach
powierzchni P, i P;. Dla dowolnych figur ptaskich wymiar podobienstwa d,
jest zawsze réwny 2 (figury osadzone sa w p-ni 2 — wymiarowey)

Podobnie dla bryt podobnych osadzonych w p-ni R3.

V;
d, = log,, VZ = log;, k=3

Liczbe d, mozemy wyznaczy¢ znajac objetosci bryt podobnych. Nazwijmy ja
wymaarem podobienstwa dwoch bryt podobnych o objetosciach Vi i V5. Dla
dowolnych bryt wymiar podobiefistwa d, jest rowny 3 (bryly osadzone sa w
p-ni 3 — wymiarowej.

Pojecia zdefiniowane powyzej mozemy w prosty sposob rozszerzy¢ na przy-
padek ogdlny przestrzeni n — wymiarowej. W wyniku uzyskujemy nowe,
specyficzne, lecz zgodne z intuicjg okreslenie wymiaru.

Wymiar samopodobienstwa definiujemy jako logarytm przy podstawie réwnej
skali podobienstwa z liczby okreslajgcej ile razy wieksza jest figura wyjsciowa

od figury podobnej”.

Dla przyktadu podajmy zbiér Cantora.



4 Wymiar fraktalny

1/3 2/3

bLatwo zauwazy¢, ze jest on podobny do swojej ,potowy” w skali 3, ale dtu-
gos¢ tejze ,poléwki” jest 2 razy mniejsza od wyjsciowego zbioru (na zbiér C'
sktadaja sie dwie takie czesci). Zatem:

d=logs2=0,631...
bedzie wymiarem fraktalnym zbioru Cantora (zbior Cantora posiada zerowy

wymiar topologiczny)

Wymiar fraktalny niesie w sobie bardzo wazna informacje - pokazuje w jakim
stopniu fraktal wypetnia przestrzen, w ktorej jest osadzony.

Przyktady:

1. zbiér Cantora C' jest osadzony w przestrzeni 1 — wymiarowej i jego
wymiar fraktalny d = 0,631 ...

2. dywan Sierpinskiego jest osadzony w p-ni 2—wymiarowej i jego wymiar
fraktalny d = 1,893 ...




5 Znane fraktale

5 Znane fraktale

5.1 Trdéjkat Sierpinskiego

Rysujemy tréjkat réwnoboczny o ustalonej dtugosci boku (np. 1). Srodki bo-
kéw trojkata taczymy odcinkami otrzymujac cztery tréojkaty réwnoboczne,
kazdy o dtugosci boku % Usuwamy s$rodkowy trojkat. Kazdy z pozostatych
trzech mniejszych trojkatow dzielimy analogicznie na cztery réwne trojkaty.
Ich wierzchotkami sg srodki bokéw trojkatoéw otrzymanych w pierwszym kro-
ku. Usuwamy srodkowe tréjkaty. Postepowanie powtarzamy (IFS) uzyskujac
w nieskonczonym kroku trajkqt Sierpinskiego.

5.2 Zbiory Julii

Zbiory Julii sa fraktalami okreslonymi przez zalezno$¢ rekurencyjna punktow
plaszczyzny zespolonej. Réwnanie startuje od dowolnego punktu zq i statej
c. Ponizej zaleznosé¢ rekurencyjna dla zbioréw Julii typu ,,Quadratic”:

2
Znyl =2, T C

5.3 Zbior Mandelbrota

Zbiér mandelbrota uzyskuje sie w sposob bardzo podobny do zbiorow Julii.

2
Zny1 =2, +cC zo=10



5.3 Zbior Mandelbrota




