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,Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-
quadratum in duos quadrato-quadratos, et gene-
raliter nullam in infinitum ultra quadratum po-
testatem in duas ejusdem mominis fas est divi-
dere; cujus rei demonstrationem mirabilem sane
detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet.”

Pierre de Fermat

1 Wstep

,Przeciwnie, nie mozna roztozyc ani szescianu na dwa szeSciany, ani bikwa-
dratu na dwa bikwadraty, © w ogdle Zadnej potegi wiekszej niz druga na dwie
potegi z takim samym wyktadnikiem. Odkrytem naprawde zadziwiajgcy dowod
tego. Margines jest na to za maty.”

Powyzsze stowa odnaleziono na marginesie egzemplarza Arytmetyk: Diofan-
tosa! nalezacego do Fermata. Podejrzewa sie, ze dopisek pojawit sie¢ w 1630
roku.

Tekst poswiecony jest zwiazkom krzywych Freya z dowodem Wielkiego Twier-
dzenia Fermata.

! Arytmetyka Diofantosa z komentarzami i uzupelnieniami (sze$¢ znanych z trzynastu
napisanych rozdzialéw) wydana w greckiej i tacinskiej wersji w 1621 roku (G. C. Bachet
de Meziriac).



1.1 Niezmienniki

1.1 Niezmienniki

Niezmiennikiem obiektu matematycznego w okreslonej klasie przeksztatcen
(transformacji) nazywamy pewng wielkosé¢ charakteryzujaca ten obiekt, kto-
ra jest niezmiennicza wzgledem tych przeksztalcen.

Przyklady:

1. Niezmienniki topologiczne w klasie przeksztatcen zwanych homeomor-
fizmami (np. genus powierzchni, czyli z grubsza liczba ,dziur” w tej
powierzchni.)

2. Niezmienniki algebraiczne, takie jak wyroznik wielomianu, w klasie pew-

nych przeksztalcen algebraicznych (np. izomorfizméw).

1.2 Krzywe algebraiczne

Definicja 1.1 Krzywq algebraiczng C nad cialem K nazywamy krzywg za-
dang rownaniem f(x,y) = 0, gdzie f(x,y) jest wielomianem zmiennych x i
y o wspotczynnikach nalezgcych do ciata K.

f(z) = apma"y™ +-- -+ anr?y? + an vy + arry® + an Ty + a0 + aoy + ago
CLijEK ’i:O,...,TL j:(),...,m

Mowimy, ze krzywa algebraiczna jest nieosobliwa, jezeli krzywa ta nie posiada
punktéw osobliwych.

Definicja 1.2 Punkt (z,y) leZgcy na krzywej algebraicznej C nad ciatem K
nazywamy K-wymiernym punktem krzywej C, jezeli x © y nalezg do ciata K.

Definicja 1.3 Zbior:
C(K)={ (v,y) € K*| f(z,y) =0} (1)
nazywamy zbiorem K-wymiernych punktow krzywej C.

Definicja 1.4 Jezeli g(x) jest wielomianem stopnia k, a ri,...,T% S@ jego
pierwiastkamsi to wyrézinik wielomianu g definiujemy nastepujgco:

Alg)= I[ (ri—r) (2)

1<i<j<k



2 Krzywe eliptyczne

2 Krzywe eliptyczne

Ogoélnie powiedzie¢ mozna, ze krzywe eliptyczne sa pewnym rodzajem krzy-
wych algebraicznych stopnia 3 (krzywych kubicznych). Krzywe te ogranicza
czed¢ przestrzeni topologicznie rownowazna torusowi. Genus takich krzywych
réwny jest 1 (podobnie jak i genus torusa). Przejécie z torusa do postaci al-
gebraicznej krzywej eliptycznej umozliwia eliptyczna funkcja Weierstrass’a.

Definicja 2.1 Krzywq eliptyczng nad ciatem K nazywamy kazdg nieosobli-
wq, jednorodng krzywg algebraiczng stopnia 3 @ genus 1, z co najmniej jed-
nym K-wymiernym punktem, ktory to punkt moze bycé nieskonczonoscig (przy
uwzglednieniu odpowiednich przestrzeni rzutowych).

Zazwyczaj za K przyjmuje si¢ ciato liczb zespolonych C'| rzeczywistych R,
wymiernych @, lub ciata skonczone.

Definiuje sie rowniez pojecie izomorfizmu krzywych eliptycznych. Kazda krzy-
wa eliptyczna jest wiec reprezentantem swojej klasy abstrakcji wzgledem rela-
¢ji izomorfizmu. Dalej méwiac o krzywej eliptycznej bedziemy mieli na mysli
cala klase krzywych izomorficznych.

Jezeli charakterystyka ciata K jest r6zna od 2 i 3 to réwnanie krzywej elip-
tycznej mozna zapisa¢ w postaci:

v =2 +ar+b (3)

Mamy do czynienia ze znacznie gorsza sytuacja gdy charakterystyka ciata K
jest réwna 2 lub 3. Na szczescie ciata R, C, QQ maja charakterystyke 0.

2.1 Wyréznik krzywej eliptycznej

Niech E bedzie krzywa eliptyczna nad ciatem K dang w postaci rownania:

Definicja 2.2 Wyréznik krzywej eliptycznej E definiujemy nastepujgco:

A =kA(g) = k(ry —r2)?(ry —13)2(ry — 13)? (4)

gdzie rq,...,r3 sq pierwiastkami g(x).



2.1 Wyréznik krzywej eliptycznej

Obecnosé statej k w definicji wynika z faktu, ze tak naprawde definiujemy
wyréznik dla catej klasy krzywych izomorficznych.

Wyréznik krzywej eliptycznej nad ciatem K, ktorego charakterystyka jest
rozna do 2 i 3 przyjmuje wiec postac:

A = —16(4a® + 27b%) (5)

Tak zdefiniowany wyréznik jest niezmiennikiem krzywej eliptycznej. Zamie-
niajac zatozenie eliptycznosci na algebraicznos¢ otrzymujemy ciekawsg inter-
pretacje geometryczng wyréznika krzywej algebraicznej:

e A # 0 to krzywa algebraiczna jest nieosobliwa i posiada genus 1 (jest
wiec to krzywa eliptyczna);

e A = 0 to krzywa algebraiczna posiada co najmniej 1 punkt osobliwy
(pierwiastki wielokrotne, nie jest to wiec krzywa eliptyczna).

Wyréznia sie dwa typy osobliwosci: ostrza (ang. cusp) i wezly (ang. node).
Jezeli jesteSmy w ciele o charakterystyce réznej od 2 i 3, to typ osobliwosci
zalezy od wspotezynnika a (3). Doktadnie jesli:

e o = 0 to punkty osobliwe sg ostrzami;

e a # 0 to punkty osobliwe sg weztami.

wykres przedstawiajacy dwa typy osobliwosci

cusp: y?=x® node: y?=x3-3x+2
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Rysunek 1: Ostrze, wezet



2.2  Krzywe eliptyczne nad ciatem ()

2.2 Krzywe eliptyczne nad cialem ()

Niech E oznacza krzywa eliptyczna nad cialem ). Po odpowiedniej zamia-
nie zmiennych mozemy przej$s¢ do rownosci, w ktorej wystepuja catkowite
wspotczynniki.

Twierdzenie 2.1 Kazidg krzywq eliptyczng E nad ciatem Q) mozna przed-
stawi¢ w postaci rownania o catkowitych wspotczynnikach

E:y®=g(x) =2 + ayx® + ax + ag (6)
gdzie ay, as, az sq tak dobrane, aby wyréznik A(E) byl mozliwie najmniejszy.
Tak przeksztatcona krzywa nazywana jest modelem minimalnym krzywej
eliptycznej. Model minimalny mozna traktowa¢ jako krzywa algebraiczng

nad cialem Z. Nie musi to byé¢ krzywa eliptyczna nad Z (nad Q jest to
nadal krzywa eliptyczna).

Stwierdzenie 2.1 Calkowite wspdtczynniki krzywej w postaci (6) implikujq
catkowitosé jej wyroznika.
2.3 Redukcja modulo p krzywej eliptycznej

Niech bedzie dana posta¢ minimalna krzywej eliptycznej E nad cialem @

E:y*=g(x)

oraz liczba pierwsza p. Wprowadzamy kongruencje:

By y* = g(x) (mod p)

poprzez redukcje modulo p wspétezynnikéw (ich obraz w ciele Z,) krzywej E.

Latwo jest zauwazy¢, ze taka kongruencja okresla nam pewna krzywa nad
ciatem skonczonym Z, (Z, ciato o charakterystyce p). Krzywa te oznaczmy
przez E, i nazywamy redukcjqg modulo p krzywej eliptycznej L.

Definicja 2.3 Mowimy, Ze krzywa eliptyczne E ma dobrg redukcje (mod p)
jezeli krzywa E, jest krzywg nieosobliwg nad ciatem Z,. W przeciwnym wy-
padku mamy do czynienia ze zlg redukcjg (mod p) krzywej eliptycznej E.



2.4 Semi-stabilne krzywe eliptyczne

2.3.1 Semi-stabilna redukcja modulo p

Zauwazmy, ze jezeli liczba pierwsza p nie dzieli A, to E), jest nieosobliwa, a
wiec i eliptyczna. Jezeli p za$ dzieli A to mamy do czynienia z osobliwo$cia.
Wyrézniamy podtyp ,ztej redukeji”.

Definicja 2.4 Jezeli osobliwos¢ krzywej E, jest weztem, to mowimy o semi-
stabilnej redukcyi krzywej eliptycznej E.

Zaznaczmy, ze osobliwo$¢ moze jeszcze by¢ ostrzem.

2.4 Semi-stabilne krzywe eliptyczne

Definicja 2.5 Mowimy, zZe krzywa eliptyczna E jest semi-stabilna, jezeli po-
stada dobrg lub semi-stabilng redukcje dla kazdej liczby pierwszej p.

Semi-stablino$é¢ krzywej E oznacza, ze dla kazdej liczby pierwszej p tylko
dwa z jej trzech pierwiastkow sa w relacji kongruencji (mod p).

2.5 Przewodnik (konduktor) krzywej eliptycznej

Zaktadamy, ze E nadal jest krzywa eliptyczna w postaci minimalne;j.

Definicja 2.6 Przewodnik N krzywej eliptycznej E okreslamy nastepujgco:

N = Hp”p p — liczba pierwsza (7)
P
0 jezeliEmadobraredukcjemodp
v, =19 1 jezeliEmasemi — stabilnaredukcjemodp
24+ X, w.p.p.

Gdzie )\, jest catkowite i nieujemne. Jedynie dla p=2,3 A\, moze by¢ dodatnie.

Przewodnik N niesie informacje o rodzaju osobliwosci redukeji (mod p) krzy-
wej E. Okresla to doktadnie wyktadnik liczby pierwszej p, z jakim dzieli ona
przewodnik N. Ogoélnie mozna powiedzie¢, ze

p|A < p|N

Twierdzenie 2.2 Krzywa eliptyczna E jest semi-stabilna jezeli jej przewod-
nik N jest bezkwadratowy.



3 Krzywe Freya

3 Krzywe Freya

Dla danych liczb naturalnych A i B, wzglednie pierwszych, gdzie A jest po-
dzielne przez 16, Frey rozpatrywal krzywa o réwnaniu:

y2 = a(z — A)(w + B)
Frey wpadl na pomyst powiazania tego typu krzywych z ewentualnie istnie-
jacymi rozwigzaniami rownania Fermata. Doktadnie moéwiac jezeli WTF nie
zachodzi dla pewnego wyktadnika pierwszego ¢ > 5, to niech liczby naturalne
a, b, c, parami wzglednie pierwsze, gdzie a jest parzyste, spetniaja réwnanie:
a? + b1 =1
Przyjmijmy, ze A = a%(= A jest podzielne przez 16) B = b?. Dostajemy wiec
krzywa Freya o rownaniu:
y* = x(r —a?)(z +bY) = 2% + (b7 — a¥)2® — a’b’z = g(x)
oznaczmy ja przez F.
Wyrdznik tej krzywej wynosi:
A = A(g) = a®b*(a? + b?)* = (abc)*

i jest catkowity (zgodnie z poczynionym wezesniej stwierdzeniem.)

Jej minimalny wyréznik to:

(abc)™
(abe)™ ®)

Latwo zauwazy¢, ze A # 0. Czyli tak zadana krzywa jest krzywa eliptyczna.

Amin =

Frey doszedt do wniosku, ze tego typu krzywa ma wtasnosci znacznie odbie-
gajace od wlasnosci innych krzywych eliptycznych. Nabral on przekonania,
ze tak by¢ nie moze. To byto wlasnie bodZzcem do szukania dowodu prawdzi-
wosci WTF. Bo gdyby rzeczywiscie nie istniaty krzywe eliptyczne o takich
wtasnosciach jak ta krzywa Freya, to nie istnialyby réwniez takie liczby a, b, c,
ktore z zatozenia sg rozwigzaniem réwnania Fermata.

Twierdzenie 3.1 Krzywe Freya sq semi-stabilne.



4 Liczby a,,

Dowéd (szkic). Niech E bedzie krzywa Freya. Dla kazdej liczby pierwszej p,
rozpatrujemy krzywa E, bedaca redukcja (mod p) krzywej Freya E.

B, y* =2+ (1! — a¥)2® — a®bz  (mod p)
Niech p bedzie liczbg pierwsza.

1. Jezeli p nie dzieli A, to E), jest krzywa eliptyczng nad ciatem Z,. W
tym przypadku mamy do czynienia z dobra redukcja (mod p) krzywej
Freya F.

2. Jezeli p za$ dzieli A, to otrzymujemy osobliwg krzywa £,. W osobli-
wosci tej mamy tylko wezty. Mowa jest wigc o semi-stabilnej redukcji
krzywej Freya F (patrz wyrdznik krzywej eliptycznej).

= krzywe Freya sa semi-stabilne.
Policzmy przewodnik krzywej Freya.

N =][p” =]]p egdze p - liczba pierwsza
p p|lA

Przewodnik ten jest oczywiscie bezkwadratowy.

4 Liczby aq,
Dla kazdej liczby pierwszej nie dzielacej A obliczamy liczbe punktéw na krzy-

wej eliptycznej E modulo p. Zwigkszamy te liczbe o 1, aby uwzglednié¢ punkt
w nieskonczono$ci na odpowiedniej krzywej rzutowej. Definiujemy:

ap =p+1—|E)(Z,)]
Liczby a, nie muszg by¢ dodatnie.
Gtoéwnymi charakterystykami dla krzywych eliptycznych sa: wyrdznik, prze-
wodnik liczby a,. Do wyznaczania liczb a, stuza formy modularne.
5 Formy modularne

Niech N > 1 bedzie liczba catkowita i niech I'y(/V) bedzie zbiorem takich
macierzy:



5 Formy modularne

(£ 4)

ze a,b,c,d sa catkowite, gdzie N|c i ad — bc = 1. Wtedy ['o(IN) jest grupa
multiplikatywna, zwana grupg kongruencji poziomu N.

Niech H bedzie gorng potplaszezyzna. H={ z=x+iye C |y >0}
Okreslamy dziatanie grupy I'o(N) na H:
a b az+b
(F0)-5
Grupie T'g(N) przyporzadkowujemy jeszcze skoniczony zbiér punktéw zwa-
nych ostrzami (def. nie zamieszczamy). Sa to:
e punkt w nieskonczonosci,
e pewne punkty na potprostej,
e pewne punkty z Q.
Niech H* = H U {ostrza}

Podamy definicje formy modularnej tylko dla ciezaru 2, gdyz dalsze rozumo-
wanie ogranicza sie jedynie do tego przypadku.

Definicja 5.1 Formg modularng poziomu N i ciezaru 2 nazywamy odwzo-
rowanie

f-H —=C

spetniajgee warunki:

1. dla dowolnej macierzy ( CCZ Z ) €'o(N) iz € H* mamy:

&5 = rarse

2. funkcja f jest holomorficzna w kazdym punkcie zbioru H* (wymaga to
okreslenia tego pojecia dla ostrzy).



5.1 Wilasnosci form modularnych

Definicja 5.2 Forme modularng znikajgcqg we wszystkich ostrzach nazywa-
my formg paraboliczng.

Oznaczenia:

M5 (N) - zbi6r form modularnych poziomu N i ciezaru 2
Sa(N) - zbiér form parabolicznych poziomu N i cigzaru 2

5.1 Wilasnosci form modularnych
1. My(N) jest przestrzenia liniowa nad C;
2. S5(N) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni liniowej My (N);

3. 95(2) sktada sie tylko z formy zerowej;

4. ( é 1 > € To(N) = f(z+1) = f(2), czyli kazda forma modularna

ma rozwiniecie na szereg Fouriera postaci:

f(Z) — Z Cn€27rnz
n=0
Dla form parabolicznych mamy ¢y = 0.

5.2 Krzywe eliptyczne a formy modularne

Dla danej krzywej eliptycznej, liczby a, (gdzie p jest liczba pierwsza nie
dzielaca wyréznika tej krzywej) niosa bardzo wazne informacje ,lokalne” o
krzywej. Zasadnicza sprawg jest powigzanie tych danych lokalnych za pomo-
cg pewnego niezmiennika globalnego.

Idea ta jest bardzo daleko idacym uogdlnieniem faktu, ze kazda liczba natu-
ralna jest iloczynem poteg liczb pierwszych i to tylko na jeden sposob.

Jakis czas temu zauwazono na podstawie przeprowadzonych obliczen, ze dla
wielu specjalnych krzywych eliptycznych liczby a, sg réwne wspétczynnikom

rozwiniecia w szereg Fouriera pewnej formy modularnej.

Definicja 5.3 Krzywe eliptyczne o powyzszej wlasnosci nazywamy krzywymsi
eliptycznyme modularnyma.
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5.3 Hipoteza Shimury-Taniyamy

5.3 Hipoteza Shimury-Taniyamy

Hipoteza 5.1 Kazda krzywa eliptyczna jest modularna.

Jest to zwiezta forma pewnego stwierdzania, ktérego przedstawienie wyma-
gatoby zdefiniowania wielu nieelementarnych pojec.

5.4 Prace Ribeta

Ribet pokazal, ze przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Shimury-Taniyamy
(dla krzywych eliptycznych semi-stabilnych) krzywe Freya nie moga istnie¢.

Skrét rozumowania Ribeta:

e zakladamy, ze WTF nie zachodzi dla pewnego wyktadnika ;

konstruujemy krzywa Freya E dla tego wyktadnika;

krzywa E jest semi-stabilna o przewodniku /V;

zaktadamy prawdziwo$¢ hipotezy Shimury-Taniyamy;

dochodzimy do wniosku, ze istnieje niezerowa forma paraboliczna f
cigzaru 2 i poziomu 2;

e sprzecznosé, gdyz Se(2) sktada sie tylko z formy zerowej.
Whniosek 5.1 Z zalozZenia prawdziwosci hipotezy Shimury-Taniyamy dla semi-

stabilnych krzywych eliptycznych, wynika niemozno$é istnienia krzywych Freya,
co implikuje prawdziwosé¢ WTF.

5.5 Dowdd Wielkiego Twierdzenia Fermata

Andrew Wiles udowodnit hipoteze Shimury-Taniyamy dla krzywych eliptycz-
nych semi-stabilnych.

Twierdzenie 5.1 Kazda semi-stabilna krzywa eliptyczna jest modularna.

Whniosek 5.2 Wielkie Twierdzenie Fermata jest prawdziwe!
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